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ABSTRACT 

This research focuses on the integration of complex 

function and explores methods for solving them 

through Cauchy's integral theorem. The theorem 

fundamentally depends on whether the function being 

integrated is analytic. If the function is analytic on and 

inside any closed curve then. However, the key 

question arises: what is the value of the integral if the 

function is not analytic and has an isolated singularity 

at appoint and closed curve lies entirely within a circle 

centered at this point, the integral of the function   

around C can be determined using cauchy's integral 

formula and the residue theorem. This study gathered 

data from books, international references, and 

academic journals the findings confirm that the residue 

theorem serves as a generalization of cauchy's 

theorem, encompassing various cases: A-Cauchy's and 

Cauchy-Goursat theorems, which apply when the 

function is analytic then. B-Cauchy's hntegral formula 

and its ertension via the vesidue theorem, which handle 

situations where the function has a finite number of 

isolated singularities. When multiple poles are present, 

Cauchy's integral theorem may not be directly 

applicable, but the residue theorem can be used to 

solve the integral. 
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 بحث اصلي

 

 أمل علي  
  ليبيا ، جامعة الزاوية ،كلية التربية أبو عيسي

 

 المستخلص 

ل كون الدالة  هذا البحث  يهتم  بدراسةة  كاام  الدوا  الرركبة  و رر  للها باسةتادان ريرية كو ةل للتاام  الرحده ههذل الييرية  كعترد أي أسةاسةها عل

)الرااملة كحليلية أن لاه اذا كارت الدالة   )zf  كحليلية علل و هاخ  أى ميحيل مغلقc  أان( ) 0= dzzf
c

ه غير أن السةةةةاا  الرهم ما  يرة التاام  اذا 

)كةارةت الةدالةة الراةاملةة ليسةةةةت كحليليةة  و كةارةت للةدالةة   )zf   رقطةة  ةةةةاذو معزولةة  عيةد اليقطةةaz يقع  باةاملةد هاخة  ها رو    cو الريحيل الرغلق     =

)مركزها هذل اليقطة أيران ايجاه  يرة التاام  للدالة  )zf   لو  الريحيلc  باسةةةةتادان اةةةةيغتا كو ةةةةي التااملية و ريرية البوا ي ه و اعترد   هذل

ليا الل رتا ج كاكد أن الييرية الاسةاسةية للبوا ي كري  اةورو  الدراسةة علي جرع البيارا  من الات  و الرراجع الدولية و الرجت  البحيية  و التي كواة

ريرية كو ةةي و كو ةةي جورسةةا ه أل الحالة التي كاون أيها الدالة الرااملة كحليلية و بالتالي - أ عامة لييرية كو ةةي ليث أرها كلةةر  جريع الحالا  

0)(Re =fs. سةةةاسةةةية للبوا ي أل الحالة التي ياون أيها الدالة الرااملة عده ميتهي من اليقار اةةةيغة كاام  كو ةةةي و كعريرهاه أو الييرية الا- ب

 اذا كعده  الا طاب أي هذل الحالة لايران كطبيق كاام  كو ي مبا رو و أليارا لا رستطيع كطبيقها ه بييرا يران كطبيق ريرية البوا ي.   اللاذو الرعزولة.

 

 المقدمة
ريريةة الرتغيرا  الرركبةة ألةد الرواضةةةةيع التي لعبةت هورا كبيرا أي كطور التحلية  الرركة  و كطبيقةاكةده و أن م هون  ةابليتةد  يعتبر موضةةةةوت التاةامة  أي  

 لت تقا  بالرعيل الررك  جع  من هذل التاامت  كاتلف عن التاامت  أي ريرية الرتغيرا  الحقيقية .

لعهد ليث ارها أي القررين اليامن علةر و التاسةع علةر ةهد  لركة هخو  موضةوعاكها أي الايير من كعتبر ريرية الرتغيرا  الرركبة من الييريا   ربية ا

 Jeanهو كبعد جيان روبير  أرجارد    1797( أي عان Casperالروضةةةوعا  التطبيقية كال يزيا  و الهيدسةةةة من خت  أعرا  عده من الرياضةةةيين مي   

Robert Argand جاوس  هو كار  أريدريش1806( أي عانKarl Friedrich Gauss 1831( أي عان . 1 

باسةةتادان من ريريا  التحوي   و   1830 دن كو ةةي أهم الييريا  أي ريرية الرتغيرا  الرركبة التي سةةريت باسةةرد و كرت برهيتها عان   1825و أي عان 

. هل ريرية جرينه ثم كعريرها علي ميحييا  لريارق متعدهو الترابط  2 

( برهية أن أرض اسةتررارية الدالة الرااملة لي  باللةرر الوةرورل للواةو  الي Edouard Goursat ان عالم الرياضةيا  ال ررسةي    1883و أي عان 

هذا الروضةةوت هو اماارية   اليتيجة التي كواةة  اليها كو ةةيهلذل  كم كحوير ريرية كو ةةي و ظهر  ريرية كو ةةي جورسةةا هو لع  أهم رتيجة اسةةهرت أي

. 1840التعبير عن الدوا  التحليلية علي  ا  متسلست  متقاربة و كحديدا ظهور مايسري برتسلسلة كايلور و لورارت عان  3 

ن كحليلية علل و هاخ  أل ميحيل و سةو  رتطر  الي رر  لتيجاه هذل التاامت  علي وجد الاوةوم مايعر  بييرية كو ةي اذا كارت الدوا  التي كاو

)أةان  Cمغلق  ) 0= dzzf
c

).أمةا اذا كةارةت للةدالةة  )zf   رقطةة  ةةةةاذو معزولةة عيةد اليقطةةaz و الريحيل الرغلق يقع بةاكرلةد هاخة  ها رو مركزهةا هةذل   =

 سهولة الاستادان. اليقطة أاريا رستادن ايغتا كو ي التااملية و اضاأة الي ذل  الييرية الاساسية للبوا ي لتيجاه  يم التاام  و الرقاررة بييهم من ليث

 أهرية البحث 

لرواضةةةةيع التي لعبت هورا كبيرا أي كطور التحلي  الررك  و كطبيقاكده و أن م هون  ابليتد لت ةةةةتقا  يعتبر التاام  أي ريرية الرتغيرا  الرركبة من أهم ا

ضةةوعا   بالرعيل الررك  جع  من هذل التاامت  كاتلف عن التاامت  أي ريرية الاعداه الحقيقيةه ليث سةةاهرت بدخو  موضةةوعاكها أي الايير من الرو

 خت  أعرا  عده من الرياضيين مي  كاسبير و كو ي و جرين و غيرهم .التطبيقية كال يزيا  و الهيدسة من 

 أهدا  البحث 

م  باسةتادان يهد  هذا البحث الي هراسةة التاام  أي ريرية الرتغيرا  الرركبة باسةتادان ريرية كو ةي و اةيغتا كو ةي التااملية و الرقاررة مع ل  التاا

 الييرية الاساسية للبوا ي.

 

 مل:نظرية كوشي للتكا

 مبرهية

)و بالاكجال الروج  و لتان   Cميطقة بالرسةةةتوى الررك  محارة بريحيل مغلق بسةةةيط   Rلتان   ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, هالة كحليلية أي ك  رقار  =+

R   بوريها الرحيطC  و لتان( )zf  مستررو أيR  عيد ذ( ) 0= dzzf
c

. 4 

 البرهان

)برا أن   ) ivuzf   Cو علل لدوه الريطقة الريحيل   Rكاون متولة و كذل  ملتقاكها الجز ية متولة هاخ  الريطقة  ,vuهالة كحليلية أان  =+

( ) ( )( )idydxivudzzf
cc

++=  

https://journal.utripoli.edu.ly/index.php/Alqalam/index


 
https://journal.utripoli.edu.ly/index.php/Alqalam/index  eISSN 2707-7179 

 

Ali A. Alq J Med App Sci. 2023;6(2):903-911    905 

     ++−=
c c

udyvdxivdyudx          

)و برا أن  )zf   هالة كحليلية  و( )zf      متوةلة أيR  أان الجز ين الحقيقيu   و التايليv  هرا هالتان لهرا ملةتقا  جز ية مسةتررو.و باسةتادان مبرهية

 جرين أي الدوا  الحقيقية رجد أن 

( )dxdyvuvdyudx
c R

xy  −−=− 

( )dxdyvuudyvdx
c R

yx  −=+ 

yxو باستادان معاهلتي كو ي ريران  vu xyه   = vu ). رجد أن =− ) 0= dzzf
c

. 

)ولقد استطات العالم جورسا  باعطا  برهان لهذل الييرية بدون أرض  )zf    هالة مستررو  أيR. 

 مبرهية كو ي جورسا  

)اذا كارت  )zf  هالة كحليلية أي ك  رقار هاخ  و علل ميحيل  بسيط مغلقC  أان( ) 0= dzzf
c

. 

 ميت 

0برهن أن 
3

1

2

=
−

=

dz
z

z

z

 

)برا أن الدالة   )
3

2

−
=

z

z
zf    كحليلية أي ك  رقار الرسةتوىz   ماعدا اليقطةz=3  1كقع هاخ  الدا رو  و هذل اليقطة لا=z   و بذل  لسة  ريرية كو ةي

 جورسا 

 0
3

1

2

=
−

=

dz
z

z

z

. 

 اليطا ا  البسيطة و الرتعدهو الترابط 

و اذا لم يان اليطا  بسةةيط الترابط  أارد يسةةرل  Dلا يحتول هاخلد الا رقار من  Dأرد بسةةيط الترابط اذا كان لا  ميحيل مغلق بسةةيط  هاخ    Dيقا  ليطا   

رطا  متعده الترابط.  5 

 ميت

برهن أن 
( )

0
922
=

+
B

zz

dz
 .موجهد أي الاكجال السال  z=1الل الدا رو  بالإضاأةموجهد أي الاكجال الروج   z=2هو الدا رو   Bليث  

)الةدالةة   )
( )9

1
22 +

=
zz

zf    0هالةة كحليليةة لجريع رقةار أيرةا عةدا عيةد=z    هiz 3=   و هةذل اليقط اليتثةة كقع جريعهةا خةارم الريطقةة الحلقيةة التي

 . Bلدوهها 

 

 نتائج صيغ تكامل كوشي:

 ريرية موريرا عا  ريرية كو ي(  -1

)اذا كارت  )zf   هالة متولة أيR  ميطقة بسيطة الترابط و أن( ) 0= dzzf
c

)أان  Rعلل أل ميحيل  مغلق بسيط أي    )zf   هالة كحليلية أي

R  . 6 

 

 متبايية كو ي - 2

)اذا كارت  )zf  هالة كحليلية  هاخ   وعلل الدا روC  التي روف  طرهاr    و مركزها عيدz=0   أان 

( ) ( ) ,...3,2,1,0,
!.

= n
r

nM
af

n

n
)هي الحد الاعلل   Mهأى  C| علل M  |>f(z)ثابت ما بحيث Mليث   )zf  عللC  . 7 

 ريرية ليوأ  - 3

)لي رض أن  )zf هالة كحليلية ه( )zf   محدوهو ألM  |>f(z) ليابت ما |M  لجريع  يمZ  أي الرسةةةتول الررك  اللةةةام  و بالتالي يج  أن كاون( )zf 

 هالة ثابتة.

 

 الييرية الاساسية أي الجبر - 4
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)كة  معةاهلةة كييرو لةدوه  ) 0...2

210 =++++= n

n zazazaaz   1,0ذا  هرجةة  nan    لهةا جةذر والةد علل  الا ة  و يتركة  علل ذلة

)أن  ) 0=z  لها بالوبطn .من الجذور 

 ريرية جاوس للقيرة الرتوسطة - 5

)اذا كةارةت   )zf    هالةة كحليليةة هاخة  و علل الةدا روC    التي مركزهةاa    و روةةةةف  طرهةاr      أةان( )af  هي متوسةةةةط  يم الةدالةة( )zf    عللC   أل

( ) ( ) 



 dreafaf i

 +=

2

0
2

1
. 

 ريرية أكبر مقياس - 6

)اذا كارت  )zf    هالة كحليلية علل الريحيي الرقC أان  و هاخلد و لا كساول ثابتا بالتطابقه( )zf  كأخذ أكبر  يرة لها عللC. 

 ريرية أاغر مقياس - 7

)اذا كارت  )zf   هالة كحليلية علل الريحيل الرقC  و هاخلده( ) 0zf   هاخC  هأان( )zf يرة علي  أاغر كأخذ C  . 8 

 ريرية الردلو  - 8

)لتان   )zf  هالةة  كحليليةة علل ميحيل بسةةةةيط مق ةC   و هاخلةد مةا عةدا القطةaz )و ب رض أن الةدالةة    Cهاخة    pمن الركبةة   = )zf  لهةا اةةةة ر والةد

Bz أان  Cو لي  لها أا ار علل  Cهاخ   nمن الركبة  =
( )
( )

pndz
zf

zf

i
c

−=


2

1
 . 7 

 صيغتا كوشي التكاملية:

 مبرهية

)لتان   )zf  هالة كحليلية هاخ  و علل ميحيل بسيط مغلقC  و بالاكجال الروج  و لتانa   أية رقطة هاخC  عيد ذ 

 الويغة الاولل لاو ي التااملية كاون علل الوور الاكية - 1

( )
( )

( )
dz

az

zf

i
af

c

 −
=

2

1
 

 الويغة اليارية لاو ي التااملية كاون علل الوورو الاكية - 2

( ) ( )
( )

( )
dz

az

zf

i

n
af

c

n

n

 +
−

=
12

!


كاون الرلتقة  n=3,2,1...,هكذل  لا   يم 

( )( )af n
 موجوهو 

 البرهان

ان الةدالةة - 1
( )

az

zf

−
azعةدا عيةد اليقطةة   Cكحليليةة هاخة  و علل     −=التي معةاهلتهةا    و الةدا رو    = az    ليةثo<ɛ     أل لقيقي موجة  يجعة 

اذا كاون الدالة   و بالاكجال عا  عقارب السةةاعةه Cكقع كليا هاخ   
( )

az

zf

−
وأي الريطقة الرحوةةورو بييهرا و بالتالي لسةة  مبرهية  ه  Cكحليلية علل  

ييتج جورسةا   - كو ةي  
( )

0=
−

−c
az

dzzf
هأل أن   

( ) ( )



−
=

− az

dzzf

az

dzzf

c

=−و باسةتادان الالداثيا  القطبية علل معاهلة الدا رو   az: 

أل   20; =− ieaz 

 و بالتعويض ييتج 

( ) ( ) ( )


+
=

−
=

−











2

0

i

ii

c
e

deieaf

az

dzzf

az

dzzf
 

          ( ) 


 deafi i

 +=

2

0

              

)و لرا كارت  )zf  0اليهاية عيدما  رأخذمتولة→ ييتج 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 







2lim

2

0

2

0

2

0
0

 ===+=
− →

aifdaifdafideafi
az

dzzf i

c   

                

( )
( )

 −
=

c
az

dzzf

i
af

2

1
 

 

 

 ( 2برهان  
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 و باستعرا  الويغة  التااملية الاولل  لاو ي رجد ان    Cهاخ     aأية  رقطة   ريبة جدا من   a+h(هليان n=1ليبرهن الرلتقة الاولل  عيدما 

( ) ( )
( )

( )dzzf
azhazhih

afhaf

c 







−
−

+−
=

−+


111

2

1


 

  
( )

( )( ) −−−
=

c
azhaz

dzzf

i2

1

 

 

                  
( )

( )
( )

( )( )
−−−

+
−

=
cc azhaz

dzzf

i

h

az

dzzf

i 22 22

1


 

اغيرو جدا بحيث   hثم رجع      Cيقع كليا  هاخ   بحيث يجع    و روف   طرها عده اغير جدا موج     aها رو مركزها    و لتان  

/2ɛ0<|h|≤   عيد ذ التاام  الياري أي الرقدار الاخير يوبح
( )

( )( )
( )

( )( )
 −−−

=
−−−

22 22 azhaz

dzzf

i

h

azhaz

dzzf

i

h

c


 

لان 
22


 =−−−−− hazhaz 

)و عيدما كارت  )zf   كحليلية  هاخC    أارد يران ايجاه عده لقيقي موجM بحيثM    |>f(z)  و كان رو  محيط الدا رو |  هوi2  رجد أن

 ( )
( )( )

( )
2

2
2

2

2
2

2

2 












hMMh

azhaz

dzzf

i

h
=











−−−



 

−=رعتبر أن   az   أاذا جعليا   0ثابتة  و→h  عيد ذ التاام  الاخير يقترب الل الو ر ه بالتالي أان

( )
( ) ( ) ( )

( )
−

=
−+

=
→

c
h az

dzzf

ih

afhaf
af

20 2

1
lim


 

)اذا  )
( )

( )
−

=
c az

dzzf

i
af

22

1


 

)رعيد رريقة الا ةةتقا  هذل علل الدالة    n=2و بي   الطريقة عيدما   )
( )

( )
−

=
c az

dzzf

i
af

22

1


  ɛ> 0روةةف  طرها   بدا رو     aاليقطة    بإلارةوذل     

بحيث    a+hمي   aثم رأخذ رقطة  ريبة من 
2


h  ييتج 

( ) ( )
( )

( )dzzf
azhazhih

afhaf









−
−

−−
=

−+



22 )(

111

2

1


 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
 −−−

−−
+

−
=

233

}23{

22

!2

hazaz

dzzfhaz

i

h

az

dzzf

i 
 

لان h→0أان التاام  الياري يقترب من الو ر عيدما  
( )

( ) ( )

( )
3

3

232

4

2
2

2}2)(3{

2 









hMMh

azhaz

dzzfhaz

i

h
=











−−−

−−



 

 عده لقيقي موج  و يحقق الرتبايية  Mليث 

( ) Mzfhaz −− )هو هذا مران لان  3)(2 )zf  هالة كحليلية ضرن الدا رو  0الرحدهو و عيدما→h كيتج الرلتقة اليارية 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
−

=
−

=
 c az

dzzf

iaz

dzzf

i
af

33

2

2

!2

2

!2
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 ميطقة كقارب هذل السلسلة هل ميطقة كقارب ك  من هاكين السلسلتين 
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و روةف  طرها   0zها رو مركزها  هي( هل سةلسةلة القوى و ميطقة  كقاربها 3و بالتالي السةلسةلة أي الرعاهلة  
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1R  20. و الرتبةاييةة Rzz −    0كعين القسةةةةم الاةارجي من الةدا رو التي مركزهةاz    و روةةةةف  طرهةا
2R  اذا كةان .

21 RR     أةان الرتبةاييتين

2010 , RzzRzz −−  لا كالف أل ميطقةة. أمةا اذا كةان
21 RR   2010ييتين  أةان الرتبةا , RzzRzz −−   كالف للقةة

102ها رية  RzzR −. 

 

 أصفار الدوال التحليلية:

)لتان   )zf  0هالة كحليلية عيد اليقطةz  0يران كرييلها برتسلسلة  كايلور علل هاخلية  ها رو ما مركزهاz  أل أن 
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 ريرية 

)لتان   )zf   0هالةة كحليليةة عيةد اليقطةةz  0. اذا كةارةتz  ألةد أاةةةة ةار( )zf  0أةارةد يوجةد جوار لليقطةةz ى  للةدالةة لا يحتول أاةةةة ةار اخر( )zf الا اذا .

)كارت  )zf الدالة الو رية. و هذا يعيي أن أا ار الدالة التحليلية  كاون معزولة.  هي 5 

 كقسيم اليقار اللاذو 

)كقسةةم اليقار اللةةاذو للدالة  )zf  02و ذل  ب حص متسةةلسةةلة لورارت للدالة و ب رض أن =R بحيث أن( )zf   1كحليلية علي الريحيلC   و هاخلد ما عدا

azاليقطة   رقطة  اذو معزولة هيو التي  =

 الا طاب - 1
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 اليقار اللاذو القابلة للرأع - 2

)اذا كةارةت   )zf   هالةة وليةدو القيرةة  و غير معرأةة عيةدaz )و لان  = )zf
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 رقار  اذو أساسية - 3
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 اليقار اللاذو عيد الترهاية 
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 مبرهية البوا ي 
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 رتيجة 
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C  الذل يحتول أ طاب الدالة( )zf  هوi2 .موروبا أي مجروت البوا ي لا  الا طاب 

 و سو  رقون بعرض بعض الاميلة و للها باستادان ايغتا كو ي التااملية و باستادان مبرهية البوا ي .
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ii -باستادان ريرية البوا ي 
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 الح 

izاليقار اللةاذو للدالة الرااملة هي  izكقع هاخ  ها رو الولدو و هي  ط  بسةيط .أما اليقطة   z=0هليث اليقطة  =2,0 كقع  خارم ها رو الولدو  =2

 z=0و بالتالي التاام  عيدها كساول ا ر و بالتالي رحس  أقط التاام  لو  ها رو الولدوه و اليقطة الداخلية الوليدو هيا هي 
i –باستادان ايغتا كو ي التااملية 
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 النتائج: 

)اذا كارت  -1 )zf   هالة كحليلية علل الريحيل الرغلقC  و هاخلد أان التاام  يسةاول اة ربغض اليير عرا يحدل للدالة من رقار  ةاذو كسةب  عدن

 التحليلية لها خارم هذا اليطا 

 ميت

0
12

=
=−z

z

dz
12هلان الدا رو  =−z 0علل اليقطة اللاذو  للا كحتو=z. 

 الريارق الرتعدهو الاكوا  وذل  بعر   طع أو عدو  طوت(بين ال جوا  التي كحتويها هذل الريطقة.يران كطبيق ريرية كو ي علل - 2

0,0,0ميحيل بسةيط مغلق أان  Cاذا كارت - 3 2 ===  dzzzdzdz
ccc

و ذل  لان الدوا     
2,,1 zz  هوا  كحليلية و ملةتقاكها متوةلة

 لجريع اليقار.

 .التعبير عن الدالة الرركبة أي اورو متسلسلة القوى متسلسلة لورارت( متقاربة  كلع  هورا بارزا أي كطور ريرية كو ي للتاامت  الرحدهو- 4

 الييرية الاساسية للبوا ي كري  اورو عامة لييرية كو ي ليث أرها كلر  جريع الحالا  - 5

Re)(0ريرية كو ي و كو ي جورسا ه أل الحالة التي كاون أيها الدالة الرااملة كحليلية و بالتالي - أ =fs. 

 رعزولة.ايغة كاام  كو ي و كعريرهاه أو الييرية الاساسية للبوا ي أل الحالة التي ياون أيها الدالة الرااملة عده ميتهي من اليقار اللاذو ال- ب

 ه  الا طاب أي هذل الحالة لايران كطبيق كاام  كو ي مبا رو و أليارا لا رستطيع كطبيقها ه بييرا يران كطبيق ريرية البوا ي.اذا كعد - 6
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 هراسة موضوت ريرية البوا ي لليقار اللاذو من رقار ك رت و أساسية لتساهم أي ايجاه  يم التاامت  الرعتلة و كطبيقاكها.
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