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ABSTRACT 

In this paper, we study Improper Integrations and 

methods of solving them using the usual 

integration methods and comparing their solution 

using Gamma and Beta Functions, where we 

touched on the study of the types and properties 

of Improper Integrations and the study of 

convergence tests for them. Our study focused on 

the importance of Gamma and Beta special 

functions in terms of making Improper 

Integrations with the comparison of solutions 

using accepted integration methods. The study 

relied on collecting data from international 

books, references and journals, which led us to 

results that confirm that Gamma and Beta 

contribute in a very wonderful way in facilitating 

many difficult practical calculations related to 

subject of the study. It also provides a successful 

way to save time and effort to solve problems of 

Improper Integrations. Some of these integrations 

can only be solved using the Gamma and Beta 

functions. 
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 ث اصليبح

 

 * الخماس سعاد، أمل علي
 ، ليبيا جامعة الزاوية ،عيسىأبوكلية التربية 

 

 المستخلص 

، حيث تطرقنا إلى دراسة  وبيتا باستخدام دالتي جاما    ومقارنة حلهاباستخدام طرق التكامل المعتادة    وطرق حلهافي هذا البحث ندرس التكاملات المعتلة  

راء التكاملات أنواع التكاملات المعتلة وخواصها ودراسة اختبارات التقارب لها. وركزت دراستنا على أهمية الدوال الخاصة جاما وبيتا من حيث اج

المتعارف عليها، واعتمدت الدراسة على جمع البيانات من الكتب والمراجع الدولية والمجلات البحثية تكامل المعتلة مع مقارنة الحلول باستخدام طرق ال

الصعبة المتعلقة بموضوع الدراسة. كما    والتي أوصلتنا إلى نتائج تؤكد أن دالتي جاما وبيتا تسهم بطريقة رائعة جدا في تسهيل كثير من الحسابات العملية

 أن بعض هذه التكاملات لا يمكن حلها إلا باستخدام دالتي جاما وبيتا. تقدم طريقة ناجحة لتوفير الوقت والجهد لحل المسائل الخاصة بالتكاملات المعتلة بل  
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 المقدمة

أنه تبلور في القرن السبابع عربر الميلادا الا أنه كان من أكثر العلوم اسبتخداما  وبالرغم من  التاريخ،قدم   العلوم القديمةيعتبر علم الحسببان من 

يمكن اجرائهبا لمعرفبة هبل التكبامبل  وأنواعهبا وخواصببببهبا والاختببارات التيتحبد  هبذا البحبث عن التكباملات المعتلبة   في مجبال الحيباة التطبيقيبة.

 .وبيتا ودالتي جاماطرق الحل باستخدام طرق التكامل  والمقارنة بين ودالة بيتاجاما الدوال الخاصة منها دالة  ودراسة بعض متقارب أم متباعد.

التكاملات الرباةة و دوال بيتا و جاما  لسسبتاة  (و قد اهتمت العديد من الدراسبات بمواضبيع مربابهة لموضبوع البحث و أابهرها دراسبة بعنوان

من الباحثون السبوريون بججراء بحث   وقام مجموعة.  [2] بعنوان )دراسبة بعض تطبيقات جاما و دراسبة أخرا  [1]. الدكتور صببحي ابكر ه

أن الدوال الخاصبة دوال سبريعة الحربور في جل الكثير   علىالدراسبات أننت   وكل هذه. [3]  بعنوان )دالة خاصبة جدا للحديث عن دالة جاما 

اضافة الي أن الدوال الخاصة تمتلك من المهارات   الدوال،عن كونها تؤدا دورا مهما في نظرية تقريب   والهندسية فرلامن المسائل الرياضية  

والمعقدة تسببهيل كثير من الحسببابات العلمية الصببعبة تسببهم بطريقة رائعة في  والاختصببار فهيالتبسببي   علىالفائقة القدرة   والاليات الرياضببية

 .والجهدناجحة جدا لتوفير الوقت  وتقديم طريقة

وكافة مسببباحة الاابببكال التير منتظمة فجنها تسبببتدعى اسبببتخدام التكاملات    التطبيقية لدراسبببةأهمية التكاملات المعتلة في العديد من المجالات  

يهدف   .والنظريةمن النواحي التطبيقية    المعتلة نظرا لأهميتهاتتطلب الايفاء بأنواع التكاملات   كا الموائعوميكانيالفيزيائية للرياضيات   التطبيقات

 .وبيتاحل التكاملات المعتلة باستخدام دالتي جاما  والمقارنة معهذا البحث الي دراسة التكاملات المعتلة باستخدام طرق التكامل 

 

 التكاملات المعتلة

 تعريف:

)التكامل   )dxxf

b

a

 :يكون  تكاملا معتلا اةا كان- 

1- −=a  أو=b ( أو كليهما, أا أن نهاية التكامل لمقدار واحدa  أوb.أو كلاهما هي ما لانهاية   

2- ( )xf     دالبة غير محبدودة عنبد نقطبة أو أكثر في الفترةb≥x≥a    مثبل هبذه النق  تسببببمي الفرديبة للبدالبة( )xf   و ببذلبك فبان التكباملات

   تسمي بالتكاملات المعتلة من النوع الاول و الثاني علي الترتيب.2  , )1المناظرة )

)التكاملات   )dxxf


−

)و كذلك   )xf  غير محدودة عند نقطة أو أكثر عند الفترةb≥x≥a .تسمي تكاملات معتلة من النوع الثالث 

 -و نعرف التكاملات المعتلة من النوع الاول:

)لنفرض أن   )xf  محدودة و قابلة للتكامل في الفترةa ≤x≤b    نعرف( ) ( )dxxfdxxf

b

a
b

a

 →



= lim اةا كانت النهاية موجودة فان  ف

 التكامل يكون متقارب, أما اةا كانت النهاية غير موجودة فانه يكون متباعد.

)و ببالمثبل نعرف    ) ( )dxxfdxxf

b

a
a

b

 −→
−

= lim النهبايبة غير اةا كبانبت  النهبايبة موجودة , و يتبباعبد  اةا كبانبت  فيكون متقبارب 

 ]4[موجودة.

 الاول:التكاملات المعتلة الخاصة من النوع 

 التكامل الهندسي أو التكامل الاسي: -1

و يكون علي الصورة 


−

a

txdxe  حيثt 0<مقدار نابت, و يكون متقارب اةا كانت  t و يكون متباعد اةا كانت ,t≤0. 

2- 


a

px

dx
  .pارن بمتسلسلة  )ق p≤1, و يكون متباعد اةا كان p>1يكون متقارب اةا كانت    a>0مقدار نابت,   pحيث   

 اختبارات التقارب للتكاملات المعتلة من النوع الاول:

 اختبار المقارنة)التكاملات ةات الحدود الموجبة :-1

)لنفرض أنه -أ ) 0xg  لجميع قيمax    و لنفرض أن( )dxxg
a




)تتقارب حينئذ اةا كان   ) ( )xgxf 0   لكل( )


a

dxxf   ,ax  

 ]4[أيرا تتقارب.

Ex1 
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بين أن 


+
0

1xe

dx
 يتقارب. 

xمن اختبار المقارنة نجد أن     

xx
e

ee

−=
+

1

1

1
0lim,    اةا 

00

== 
−



→

−

b

x

b

x dxedxe 

dxeاةا  x




−

0

يتقارب , و بالتالي فان  


+
0

1xe

dx
 يكون متقارب ايرا. 

)لنفرض أن  -ب ) 0xg     لجميعax     و لنفرض( )dxxg
a




)تتبباعبد , اةن اةا كبانبت     ) ( )xgxf      لجميعax     فيكون( )


a

dxxf 

 أيرا تتباعد.

Ex2 

بين أن 


2
ln x

dx
 متباعد. 

,2من اختبار المقارنة نجد أن  
2




x
x

dx
و بالتالي فان  P=1تتباعد حيث   



2
ln x

dx
 يكون متباعد. 

 )التكاملات ةات الحدود الموجبة  :اختبار خارج القسمة-2

)اةا كانت -أ ) 0xf  ,( ) 0xg  ,
( )
( )

0lim =
→

A
xg

xf

x
)فان   )



a

dxxf  ,( )dxxg
a




 يتقاربان. 

أما اةا كانت  
( )
( )

=
→ xg

xf

x
lim  فان( )



a

dxxf  ,( )dxxg
a




 يتباعدان. 

اةا كانت  -ب
( )
( )

0lim =
→ xg

xf

x
)و كان  )dxxg

a




)يتقارب فان    )


a

dxxf .يتقارب 

اةا كانت  -ج
( )
( )

=
→ xg

xf

x
lim  و كان( )dxxg

a




)تتباعد فان   )


a

dxxf .4[تتباعد[ 

 -)للتكاملات ةات الحدود الموجبة : :اختبار المتسلسلة-3

( )


a

dxxf يتقارب أو يتباعد تبعا للمقدار nu   حيث( )nfun  ]6[يتقارب أو يتباعد. =

 

 التقارب المطلق و التقارب الررطي:-4

( )


a

dxxf   تسببمي تقاربية مطلقة اةا كانت( )


a

dxxf   تتقارب  ,و اةا كانت( )


a

dxxf  تتقارب لكن( )


a

dxxf   تتباعد فان( )


a

dxxf 

 تسمي تقاربا ارطيا.

 نظرية:

)اةا كانت  )


a

dxxf  تتقارب فان( )


a

dxxf .تتقارب أيرا 

 التكاملات المعتلة من النوع الثاني:

)اةا كانت -أ )xf  تصبح فق  غير محدودة عند نقطة النهايةx=a    للفترةbxa   حينئذ نعرف 

( ) ( )dxxfdxxf

b

a

b

a


+

→ +
=

0
lim  اةا كبانبت النهبايبة موجودة فبان,( )

b

a

dxxf  يكون متقبارب ,أمبا اةا كبانبت النهبايبة غير موجودة فبان( )
b

a

dxxf 

 يكون متباعد.
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)و بالمثل اةا كانت  )xf  غير محدودة عند نقطة النهايةbx bxaللفترة   =    حينئذ تعرف 

( ) ( )dxxfdxxf

b

a

b

a


−

→ +
=

0
lim النهاية موجودة فانه يكون متقارب وعدا ةلك فانه يتباعد.,فاةا كانت 

اةا كانت غير محدودة عند نقطة داخلية 
0xx bxaفي الفترة  =  :فجنها تعرف 

 ( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf

b

x

x

a

b

a


+

→

−

→ ++
+=

20
2

10

1 00
limlim .فان التكامل يتقارب أو يتباعد تبعا لوجود أو عدم وجود النهاية 

 

 تكاملات معتلة خاصة من النوع الثاني:

1-
( )
−

b

a

p
ax

dx
 .1pو تتباعد اةا كانت  1pتتقارب اةا كانت  

2-
( )
−

b

a

p
xb

dx
 التكاملات تكون حقيقية.0pو عندما تكون   1pو تتباعد اةا كانت  1pتتقارب اةا كانت  

   نظرية

)بفرض أن  ) ( ) Axfax
p

ax
=−

+→
lim: فان- 

) -ا )
b

a

dxxf  1تتقارب اةا كانتp  ,A محدودا.مقدار 

)  -ب )
b

a

dxxf  1تتباعد اةا كانتp,0A  حيث(A . 4[ربما يكون لامتناهي[ 

 نظرية:

)بفرض  ) ( ) Bxfxb
p

bx
=−

−→
lim:فان 

) -أ )
b

a

dxxf   1تتقارب اةا كانتp ,B .تكون محدودة 

) - ب )
b

a

dxxf  1تتباعد اةا كانتp ,0B. 

 التكاملات المعتلة من النوع الثالث:

الصبببببورة  عببلببي  تببكببون  و  الببثببانببي  الببنببوع  و  الاول  الببنببوع  مببن  الببمببعببتببلببة  الببتببكببامببلات  بببدلالببة  عببنببهببا  الببتببعبببببيببر  يببمببكببن  و 

( ) ( ) ( )dxxfdxxfdxxf

b

b
a

a  →−→



−

+=
0

0

limlim. 

Ex 

بين


−
+ 21 x

dx
 متقارب.



=+=−=

+
+→

−→



−

 22
1lim

1 2 xTan
b

a

b

ax

dx
.]7[ 

 -التكامل المعتل المحتوية علي بارامتر)التقارب المنتظم :
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)لتكن   ) ( )


=
a

dxxf  يقبال انبه تقباربي منتظم في    , 21,    0اةا كبان لكبل    يمكن ايجباد عبددN    يعتمبد علي    لكن ليس

أن    عبببلبببي   )ببببحبببيبببث   ) ( )  − 
u

a

dxxf Nuلبببكبببل    ,     جبببمبببيبببع فبببي    و  21,  ببببالبببتبببالبببي و 

( ) ( ) ( )


=−
u

u

a

dxxfdxaxf   ]5[من الحدود. Nالتي ترابه المتسلسلات اللانهائية المطلقة للباقي بعد  ,,

 اختبارات خاصة للتقارب المنتظم للتكاملات:

   ويراستراس:Mاختبار )-1

)اةا أمكن ايجاد دالة  ) 0xM :بحيث أن 

x  ,21 -أ   x  فان( ) ( )xMxf ,. 

) - ب )dxxM
a




)تتقارب فان   )dxxf
a




,  21تكون تقاربية مطلقة و منتظمة في   x. 

  :ديرالتاختبار  -2

 لنفرض أن :

) -أ )x  دالة تناقصية رتبته موجبة تقترب من صفر عندما→x. 

) - ب ) pdxxf

u

a

 ,    لبجبمبيبعau   ,21   x    البتبكببامببل )فببان  ) ( )dxxxf
a




,  عبنببدمببا مبنبتبظبمببة  تبقببارببيببة 

21   x.]4[ 

 بعض الدوال الخاصة:

 - :Gamm functionدالة جاما)-1

)و تعرف ببأنهبا التكبامبل المعتبل    ) dxexn xn −



−

=
0

1
فيكون متبباعبد و يسببببمي هبذا    n≤0,أمبا اةا كبانبت    n>0فيكون متقبارب اةا كبانبت    

  التكامل بتكامل أويلر من النوع الثاني

Euler integral of the second kind)   ]5[         

 خصائص دالة جاما:

dtetأا يرببببترط وجود النهبايبة     x≤0و  تبباعبديبه  لكبل    x<∞>0دالبة جبامبا هي دالبة تقباربيبة لكبل   -1

R

tx

R 
−−

→
0

1lim  و يكون تقباربي اةا

)كانت   )x . تقاربية 

 نظرية:

1

0,

,

,
11

1

0 −












 +
=

+



−


a

cb

Rcb

c

a

Cb

dtet

c

a

bta c

.]5[ 

 البرهان

cbtxليكن   فان  =
c

b

x
t

1









=  ,dx

b

x

bc
dt

c
1

1

1
−









 x→0فان  t→0,كلما  =

 →xفان  →tو كلما  

dx

b

x

bc
e

b

x
dtet

c

c
x

c

a

bta c

































=

−

−

−



−


1

1

1
1

00

1
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dxxe

b
bc

b

cc

a

x

cc

a









−+

−

−









































1

1

0
1

1

111
= 

dxxe

cb

c

a

x

c

a

1
1

0

1

1 −






 +

−

+ = 








 +


+ c

a

cb c

a

11
1

= 

 يوجد لدالة جاما صيتتين اختزاليتين هما:-2

)و تكون علي الصببورة    x>0الصببيتة الاختزالية الاولي لدالة جاما عند  ) ( ) 0,1 =+ xxxx  بوضببع,x+1   بدلا منx   في دالة

 جاما نحصل علي:

( ) 0,
0

1 = −



−

 xdtetx tx
)تصبببببح       ) dtetdtetx

R
tx

R

tx


−

→

−



==+
0

0

lim1    التكبامبل ببالتجزئبة نحصبببببل علي و ببججراء 

( ) ( )xxx =+ 1 

 Factorialعددا صحيحا موجبا و لذلك فهي تسمي دالة المرروب)  xو من أهم صفات دالة جاما سهولة حساب قيمتها في حالة اةا كانت   

function.  

حببالببة   في  لببدالببة جببامببا  الثببانيببة  الاختزاليببة  أن    0xالصببببيتببة  برببببرط  أا    xو  عببدد صببببحيح  3,2,1...,ليس  −−−x   هي

( ) ( ) ,...3,2,1,1
1

−−−+= xx
x

x. 

 -دالة بيتا:

)و تعرف دالة بيتا علي أنها التكامل المعتل علي الصورة   ) 0,0,1
1

1

0

1 −
−−

 qpdttt
qp

 

)و يرمز لها بالرمز  )qpB  ]Euler integral of the first kind. ]8و يسمي التكامل المعتل أيرا بتكامل أويلر من النوع الاول) ,

 خصائص دالة بيتا:

 دالة بيتا دالة تقاربية.-1

)أا أن   p, q  بالنسبة الي symmetric functionدالة بيتا متمانلة )-2 ) ( )pqBqpB ,, =. 

)الدوال المثلثية  يمكن كتابة دالة بيتا من خلال-3 ) 
−−=

2

0

1212 cossin2,



 dqpB qp. 
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 :4برهان الخاصية 

نستخدم التعويض  
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 :ودالة جاماالعلاقة بين دالة بيتا 

 بينهما في الصورة الاتية:يمكن وضع العلاقة 

( )
( ) ( )
( )

0,,, 
+


= qp

qp

qp
qpB .]5[ 
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 البرهان:

2ytبوضع  )في دالة جاما  = )p  نحصل علي( ) dyeyydyeyp ypyp 22

0

12

0

22 22 −



−−



−

 ==: و بالمثل يمكن اعتبار أن, 

( ) dzezzdzezq zqzq 22

0
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0

22 22 −



−−



−

 == 

( ) ( ) dydzeyzqp zypq 22

0

12

0

124 −−



−



−

 = 

و باستخدام الاحدانيات القطبية   dddydzzy === ,sin,cos  نحصل علي 

( ) ( ) ( ) ( )  



ddeqp
pq 2

2
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12
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ded qpqp
 

باستخدام التعويرات :
2,2  == tddt  نحصل علي التكامل 

( ) ( ) ( )qpdtetdpep tqppqp +== −
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1

2

1

0
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12 2
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( ) ( )
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 -نتيجة:

( ) ( ) ( )1,,1, +++= qpBqpBqpB 

 البرهان

( )
( ) ( )
( )1

1
,1

++

+
=+
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( ) ( )
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    نحصل علي:2  ,)1و بجمع )
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 بعض الامثلة التي توضح ةلك:
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 -  نجد أن:5في المعادلة ) 5Iبالتعويض عن قيمة 
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1
dxexI x

 

 -  نجد أن:4في المعادلة ) 4Iو بالتعويض عن 
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   نجد أن:2في المعادلة ) 2Iو نعوض عن قيمة 
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   نجد أن:1في المعادلة ) 1Iنم نعوض عن قيمة 
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 نانيا نوجد الحل باستخدام دالة جاما من النظرية:
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قيمته   وبيتا لإيجادباسبببتخدام طرق التكامل المعتادة لهذا نلجأ الي اسبببتخدام دالتي جاما  التكامل المعتلالامثلة لا نسبببتطيع ايجاد قيمة  وفي بعض

 يوضح ةلك. والمثال التالي
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 النتائج

)التكباملات المعتلبة هي تكباملات أحبد حبدودهبا غير معرف أو كلاهمبا غير معرف   -1 )dxxf
a




  ,( )dxxf

b


−

  ,( )dxxf


−

و نحتباج لا 

)جرائهبا التخلص من الكميبة التير معرفة بجيجباد نهباية التكبامل   )dxxf

b

a
b

a 
→

−→
lim  فاةا كانت النهباية متقباربة فان التكبامل المعتبل متقبارب,

 و قيمته تساوا قيمة النهاية, و اةا كانت النهاية غير موجودة فان التكامل المعتل متباعد.

 الخاصة التي عن طريقها تم حساب بعض التكاملات المعتلة لبعض الدوال باستخدام الصيغ الخاصة بها. دالتي جاما و بيتا من الدوال -2

 لتكاملات بيتا عدة صيغ و التي ترجع قيمتها الي العلاقة بين دالتي بيتا و جاما و التي تنص علي: -3

( )
( ) ( )
( )nm

nm
nmB

+


=, 

المعتلبة و خباصبببببة التي حبدهبا الأعلى غير معرف و التي ترجع للصببببيتبة   و التي سببببهلبت عمليبة حسببببباب بعض التكباملات 

( )
( ) ( )
( )nm

nm

x

dxx
mn

n

+


=

+



+

−

0

1

1
. 

لحل بعض التكاملات المعتلة نحتاج لطريقتين أو أكثر من طرق التكامل أو اجراء طريقة التكامل و اعادة اسببتخدامها أكثر من مرة  -4

ة .بينما اةا اسببتخدمنا دالة جاما قد نتوصببل الي الحل في خطوة واحدة و توجد بعض التكاملات لا نسببتطيع ايجادها للتوصببل الي نتيج

 باستخدام طرق التكامل المعتادة.

 لذلك دالة جاما و بيتا توفر لنا الوقت و الجهد لإيجاد بعض التكاملات المعتلة.

 

 التوصيات

ة زيادة البحث حول موضببوع التكاملات المعتلة و اسببتخدام دالتي جاما و بيتا في ايجاد الحلول لهذه التكاملات من اببأنه اكتربباف نظريات جديد

 تجعل طرق الحل أكثر متعة و ترويقا.  
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